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Resumen: Se encuentran condiciones necesarias y suficientes para que
un homomorfismo de ret´ıculos distributivos acotados produzca, mediante el
funtor espectro, una funcio´n t-adjunta. Se muestra que la categor´ıa de los
espacios topolo´gicos con las funciones t-adjuntas no tiene buen comporta-
miento con respecto l´ımites y co-l´ımites.
Palabras clave: Funciones adjuntas, ret´ıculos distributivos, ret´ıculos de
Boole, funtor espec-tro, funciones t-adjuntas, l´ımites y co-l´ımites.
Abstract: We find necessary and sufficient conditions for a homomorp-
hism of bounded distributive lattices to be transformed, through the Spec
functor, into a t-adjoint function. We show that the category of topological
spaces and t-adjoint functions has a bad behavior with respect to limits and
co-limits.
Keywords:adjoint functions,distributive lattices,Boole lattices, Spec fun-
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6 I´NDICE GENERAL
Introduccio´n
La nocio´n de funcio´n t-adjunta (a izquierda) surge en ?? al traducir al
contexto topolo´gico el concepto de funcio´n adjunta a izquierda entre conjun-
tos ordenados. Las funciones adjuntas aparecen con frecuencia en la litera-
tura, tambie´n se conocen como funciones residuadas o conexiones de Galois
y se pueden caracterizar de la siguiente forma: Una funcio´n mono´tona no
decreciente f : X → Y entre conjuntos ordenados es adjunta a izquierda si
y solamente si para todo y ∈ Y existe un x ∈ X tal que f−1(↓ y) =↓ x. Al
defi-
nir el pre-orden de especializacio´n, sobre un espacio topolo´gico, con base en la
adherencia ( x ≤ y si x ∈ {y} ) se tiene que ↓ x = {x} lo que nos proporciona
una traduccio´n natural de la adjuncio´n: una funcio´n continua f : X → Y
entre dos espacios topolo´gicos es t-adjunta si para todo y ∈ Y existe un
x ∈ X tal que f−1({y}) = {x}. En el contexto de los espacios topolo´gicos
T1 esta nocio´n se trivializa de cierta manera, pues resulta equivalente a la
nocio´n de biyeccio´n continua. Para estudiarla de una manera ma´s general
nos situamos en el contexto de los espacios topolo´gicos T0. Una fuente im-
portante de funciones continuas entre este tipo de espacios, la proporciona el
funtor espectro que se describe a continuacio´n. Sea L un ret´ıculo distributivo
y acotado (es decir con mı´nimo y ma´ximo). El conjunto de los ideales primos
de L, dotado con la topolog´ıa de Zariski, o topolog´ıa de la envolvente del
nu´cleo, es un espacio topolo´gico llamado el espectro de L y que notaremos
s(L). Los abiertos ba´sicos de este espacio son los conjuntos de la forma
d(a) = {I ∈ s(L) : a /∈ I} .
Es bien sabido que s(L) es un espacio topolo´gico T0 que es T1 si y solamente si
L es un ret´ıculo de Boole (en este caso en realidad es un espacio de Hausdorff).
Se tiene adema´s que cada homomorfismo h : L→M entre ret´ıculos distri-
butivos acotados produce una funcio´n continua s(h) : s(M)→ s(L) definida
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por imagen rec´ıproca. De esta manera, s resulta ser un funtor contrava-
riante de la categor´ıa de los ret´ıculos distributivos acotados en la categor´ıa de
los espacios topolo´gicos T0. La imagen de este funtor es una sub-categor´ıa de
la categor´ıa Top, de los espacios topolo´gicos, cuyos objetos se conocen como
espacios espectrales (espacios compactos, sobrios y coherentes). Es ma´s, la
categor´ıa de los ret´ıculos distributivos y acotados es co-equivalente, mediante
el funtor s, a la categor´ıa de los espacios espectrales.
Dedicamos entonces una parte del trabajo a caracterizar los homomorfis-
mos de ret´ıculos distributivos que corresponden a las funciones t-adjuntas,
homomorfismos que llamamos t-morfismos. El resultado principal, que pre-
sentamos en el Cap´ıtulo 2, es que un homomorfismo de ret´ıculos distributivos
y acotados es un t-morfismo si y so´lo si el ideal generado por la imagen di-
recta de cualquier ideal primo del dominio es un ideal primo del codominio.
Observamos adema´s que, si los ret´ıculos son de Boole, los u´nicos t-morfismos
son los isomorfismos. Esto era de esperarse pues las u´nicas biyecciones con-
tinuas entre espacios de Hausdorff compactos son los homeomorfismos.
Todo ret´ıculo distributivo y acotado tiene asociado un ret´ıculo de Boole:
el ret´ıculo de sus elementos complementados. Esta asociacio´n es en realidad
un funtor de la categor´ıa de los ret´ıculos distributivos y acotados en la cate-
gor´ıa de los ret´ıculos de Boole, que actu´a sobre los morfismos por restriccio´n.
Era entonces natural preguntarse por el comportamiento de este funtor con
respecto a los t-morfismos. Concluimos que la restriccio´n de un t-morfismo a
los elementos complementados es un t-morfismo entre los ret´ıculos de Boole
correspondientes. Este resultado aparece al final del Cap´ıtulo 2.
El estudio de los l´ımites y co-limites en la categor´ıa Topla se presenta en
el Cap´ıtulo 3. Los resultados obtenidos son todos negativos en el sentido de
que esta categor´ıa tiene un mal comportamiento con respecto a ellos. Es de-
cir, en general, no existen productos, ni co-productos, ni productos fibrados,
ni sumas amalgamadas, ni igualadores, ni co-igualadores, ni objeto final, ni
objeto inicial. El trabajo aqu´ı consistio´ entonces en construir los ejemplos
respectivos. Para mostrar la validez de los ejemplos utilizamos la existencia
y caracterizacio´n de estos l´ımites y co-l´ımites en la categor´ıa Top.
Finalmente sen˜alamos que las nociones ba´sicas para comprender el desarro-
llo del trabajo se presentan en el Cap´ıtulo 1. All´ı se exponen las nociones re-
9lacionadas con los ret´ıculos (ideales, filtros, ideales primos, homomorfismos,
elementos complementados), con las funciones adjuntas, con la topolog´ıa de
Zariski y el funtor espectro y con l´ımites y co-l´ımites en una categor´ıa. La
mayor´ıa de los resultados de este cap´ıtulo se presentan sin demostracio´n pues
son tomados de las referencias.
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Cap´ıtulo 1
Nociones ba´sicas
Este Cap´ıtulo esta´ destinado a presentar las nociones ba´sicas necesarias
para entender el desarrollo del trabajo. En una primera parte presentaremos
los ret´ıculos distributivos acotados, el concepto de complemento y los ret´ıcu-
los de Boole. Si consideramos los homomorfismos adecuados tendremos la
categor´ıa D, de los ret´ıculos distributivos acotados, y la categor´ıa B de los
ret´ıculos de Boole. Estas dos categor´ıas esta´n relacionadas mediante el funtor
B que asocia a cada ret´ıculo distributivo acotado el ret´ıculo de sus elementos
complementados. Tambie´n presentamos las nociones de ideal y filtro en un
ret´ıculo, haciendo e´nfasis en los ideales primos. Mencionaremos aqu´ı el Teo-
rema del Ideal Primo que sera´ fundamental en la prueba de algunos de los
resultados del Cap´ıtulo 2.
Para cada ret´ıculo distributivo acotado se define su espectro, que es el es-
pacio topolo´gico de sus ideales primos con la topolog´ıa de Zariski. Recorda-
remos que la categor´ıa D es co-equivalente a la categor´ıa S de los espacios
espectrales. En particular veremos que los ret´ıculos de Boole corresponden
exactamente a los espacios espectrales de Hausdorff.
En una tercera seccio´n presentaremos la nocio´n de adjuncio´n entre conjuntos
ordenados y una caracterizacio´n en te´rminos de ciertos conjuntos iniciales.
Por u´ltimo recordaremos las definiciones de algunos l´ımites y co-l´ımites en
categor´ıas en general, ilustra´ndolos en la categor´ıa Top de los espacios to-
polo´gicos.
Las pruebas de las proposiciones de las Secciones 1 y 2 de este Cap´ıtulo se
encuentran en [4] y las de la Seccio´n 3 en [1].
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1.1. Ret´ıculos distributivos y ret´ıculos de Boo-
le
Definicio´n 1. Un ret´ıculo es un conjunto ordenado (L,≤) en el cual todo
par de elementos tiene un extremo superior y un extremo inferior. Como es
usual, el extremo superior de x y y se denota x ∨ y y el extremo inferior de
x y y se denota x ∧ y.
Proposicio´n 2. Si (L,≤) es un ret´ıculo entonces, para todo x, y, z ∈ L se
tiene que:
i) x ∧ x = x ,y, x ∨ x = x.
ii) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) ,y, (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z).
iii) x ∧ (y ∨ x) = x ,y, x ∨ (y ∧ x) = x.
iv) x ∧ y = y ∧ x ,y, x ∨ y = y ∨ x.
v) x ∧ (x ∨ y) = x y x ∨ (x ∧ y) = x.
vi) x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).
vii) x ∧ (y ∨ z) ≥ ((x ∧ y) ∨ (x ∧ z).
Nota 1. Si no es necesario especificar la relacio´n de orden se habla simple-
mente del ret´ıculo L.
Definicio´n 3. Si L es un ret´ıculo y K 6= ∅ es un sub-conjunto de L, diremos
que K es un sub-ret´ıculo de L si para todo par de elementos x, y ∈ K,
x ∨ y ∈ K y x ∧ y ∈ K.
Definicio´n 4. Un ret´ıculo L es distributivo si para todo x, y, z ∈ L se tiene
que x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).
Definicio´n 5. Un ret´ıculo L con mı´nimo (0) y ma´ximo (1) se llama ret´ıculo
acotado.
Definicio´n 6. Sea L un ret´ıculo acotado, un elemento y ∈ L es un comple-
mento de x ∈ L si x ∧ y = 0 y x ∨ y = 1.
Ejemplo 1. En los siguientes ret´ıculos y y z son complementos de x
1.1. RETI´CULOS 11
N5:
1
x z
y
0
 
 
 
@
@
@
A
A
A
A
A
A
AA
 
 
 
M5:
1
x y z
0
 
 
 
@
@
@
@
@
@
 
 
 
Proposicio´n 7. Si L es un ret´ıculo distributivo y acotado, el complemento
de un elemento x ∈ L es u´nico, cuando existe.
En este caso el complemento de x se nota x′. Es claro que (x′)′ = x, 0′ = 1,
y 1′ = 0.
Definicio´n 8. Un ret´ıculo distributivo y acotado en el cual todo elemento
tiene complemento se llama ret´ıculo de Boole.
Ejemplo 2. Los siguientes ret´ıculos son distributivos. El primero es de Boole
y el segundo no lo es:
B4 :
1
x x′
0
 
 
@@
@
@   
D :
1
x z
y x′
0
 
 
@
@
@
@
 
 
@
@
@
@   
Proposicio´n 9. Un ret´ıculo es distributivo si y solo si no contiene sub-
ret´ıculos isomorfos a N5 ni a M5.
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Definicio´n 10. Sean L y M dos ret´ıculos acotados. Una funcio´n
h : L −→M es un homomorfismo si para todo a, b ∈ L se tiene que
h(a∨ b) = h(a)∨ h(b), h(a∧ b) = h(a)∧ h(b) y adema´s h(0) = 0 y h(1) = 1.
Proposicio´n 11. i) Si h : L −→ M y g : M −→ K son dos homomor-
fismos entonces g ◦ h tambie´n es un homomorfismo
ii) Si L es un ret´ıculo entonces 1L : L −→ L : x 7−→ x es un homomorfis-
mo.
Como consecuencia tenemos que los ret´ıculos distributivos y acotados
junto con los homomorfismos constituyen una categor´ıa. Esta categor´ıa la
designaremos con la letra D. La sub-categor´ıa plena de D cuyos objetos son
los ret´ıculos de Boole la designaremos con la letra B.
Proposicio´n 12. Si h : L −→ M es un homomorfismo y x ∈ L es comple-
mentado entonces h(x) es complementado en M y h(x′) = h(x)′.
Proposicio´n 13. Si L es un ret´ıculo, entonces
B(L) = {x ∈ L : x es complementado }
es un ret´ıculo de Boole y es un sub-ret´ıculo de L.
Las dos u´ltimas propociciones nos muestran que tenemos un funtor B de
D en B, donde si h : L −→M es un homomorfismo
B(h) = h B(L): B(L) −→ B(M)
es un homomorfismo.
1.2. Ideales y filtros
Definicio´n 14. Sea L un ret´ıculo.
Un sub-conjunto no vac´ıo I de L es un ideal de L si:
i) Para todo a, b ∈ I se tiene que a ∨ b ∈ I.
ii) Para todo a ∈ L y todo b ∈ I se tiene que a ∧ b ∈ I.
Un sub-conjunto no vac´ıo F de L es un filtro de L si:
i) Para todo a, b ∈ F se tiene que a ∧ b ∈ I.
ii) Para todo a ∈ L y todo b ∈ F se tiene que a ∨ b ∈ I.
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Ejemplo 3. En el ret´ıculo D (Ejemplo 2) tenemos que {y, z, x, 1} es un filtro
y {y, z, x′, 0} es un ideal.
Es claro que {1} es un filtro de L y {0} es un ideal de L.
Definicio´n 15. Diremos que un ideal I del ret´ıculo L es primo si:
i) I 6= L.
ii) Para todo a, b ∈ L, si a ∧ b ∈ I entonces a ∈ I o´ b ∈ I.
Ejemplo 4. En el ret´ıculo D (Ejemplo 2) se tiene que el conjunto {x, y, 0}
es un ideal primo y {0} no es un ideal primo.
Proposicio´n 16. Si h : L −→M es un homomorfismo y J es un ideal primo
de L entonces h−1(J) es un ideal primo de L.
Demostracio´n. Es claro que la imagen rec´ıproca de un ideal de M es un
ideal de M. Como h(1) = 1 entonces h−1(J) 6= L. Si a∧ b ∈ h−1(J), entonces
h(a)∧h(b) ∈ J , de aqu´ı h(a) ∈ J , o´ h(b) ∈ J de lo que concluimos a ∈ h−1(J)
o´ b ∈ h−1(J).
El siguiente teorema es fundamental en la prueba de algunos resultados
del Cap´ıtulo 2. En su demostracio´n se utiliza el lema de Zorn.
Teorema 17. (Teorema del ideal primo). Sea L un ret´ıculo distributivo. Si
I es un ideal de L, F es un filtro de L y F ∩ I = ∅ entonces existe un ideal
primo P tal que I ⊆ P y P ∩ F = ∅.
Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente resultado. Si x ∈
L entonces ↓ x = {y ∈ L : y ≤ x} es un ideal de L y ↑ x = {y ∈ L : y ≥ x} es
un filtro de L. As´ı si tenemos dos elementos z, w ∈ L tales que z  w el ideal
↓ w y el filtro ↑ z son disyuntos y por consiguiente existe un ideal primo P
tal que w ∈ P y z /∈ P .
Proposicio´n 18. En un ret´ıculo distributivo todo ideal maximal es primo.
Ejemplo 5. En el ret´ıculo D (Ejemplo 2) se tiene que el conjunto {0, x′} es
un ideal primo que no es maximal.
Proposicio´n 19. En un ret´ıculo de Boole todo ideal primo es maximal.
Proposicio´n 20. Sean L un ret´ıculo distributivo y acotado e I un ideal
primo de L. Si x ∈ B(L) entonces x ∈ I o´ x′ ∈ I.
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1.3. El espectro de un ret´ıculo
Si L es un ret´ıculo, para cada elemento a ∈ L definimos el conjunto
d(a) ={I ⊆ L : I es un ideal primo y a /∈ I}.
Resumimos las propiedades de estos conjuntos en la siguiente proposicio´n:
Proposicio´n 21. Sea L un ret´ıculo y sea J = {I ⊆ L : I es un ideal primo
de L}.
i) d(0) = ∅.
ii) d(1) = J.
iii) d(a ∧ b) = d(a) ∩ d(b).
iv) d(a ∨ b) = d(a) ∪ d(b).
v) a ≤ b⇒ d(a) ⊆ d(b)
Demostracio´n. Los propiedades i) y ii) son obvias.
iii)
P ∈ d(a ∧ b)⇔ a ∧ b /∈ P
⇔ a /∈ P y b /∈ P
⇔ P ∈ d(a) y P ∈ d(a)
⇔ P ∈ d(a) ∩ d(b)
iv)
P ∈ d(a ∨ b)⇔ a ∨ b /∈ P
⇔ a /∈ P o b /∈ P
⇔ P ∈ d(a) o P ∈ d(a)
⇔ P ∈ d(a) ∪ d(b)
v) Sea I ∈ J, a /∈ I ⇒ b /∈ I Luego I ∈ d(a) ⇒ I ∈ d(b) por lo tanto
d(a) ⊆ d(b)
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As´ı los conjuntos de la forma d(a) con a ∈ L constituyen una base para
una topolog´ıa sobre J. Esta topolog´ıa recibe el nombre de topolog´ıa de Zariski
y el espacio topolo´gico correspondiente se llama el espectro de L y aqu´ı lo
denotaremos s(L).
Definicio´n 22. Si h : L→M es un morfismo en D, definimos
s(h) : s(M)→ s(L), como s(h)(J) = h−1(J).
Proposicio´n 23. Si h : L → M es un morfismo en D y a ∈ L. Entonces
s(h)−1(d(a)) = d(h(a)).
Demostracio´n.
J ∈ d(h(a))⇔ h(a) /∈ J
⇔ a /∈ h−1(J)
⇔ h−1(J) ∈ d(a)
⇔ J ∈ h(d(a)) = s(h)−1(d(a)).
Proposicio´n 24. Sea L un ret´ıculo distributivo. Si a ∈ L entonces d(a) es
compacto.
Definicio´n 25. Una funcio´n continua f : X −→ Y entre dos espacios to-
polo´gicos es fuertemente continua si f−1(K) es compacto para todo K ⊆ Y
compacto.
Corolario 26. Si h : L −→ M es un morfismo en D entonces la funcio´n
s(h) : s(M) −→ s(L) : I 7−→ h−1(I) es una funcio´n fuertemente continua.
Teorema 27. Si L es un ret´ıculo distributivo y acotado entonces s(L) es un
espacio compacto, sobrio y coherente. Rec´ıprocamente, si X es un espacio to-
polo´gico compacto, sobrio y coherente entonces existe un ret´ıculo distributivo
y acotado L tal que s(L) es homeomorfo a X.
Llamaremos entonces espacios espectrales a los espacios topolo´gicos que
sean compactos, sobrios y coherentes. Sea S la categor´ıa de los espacios es-
pectrales cuyos morfismos son las funciones fuertemente continuas. Tenemos
el siguiente resultado.
Teorema 28. s : D −→ S es una co-equivalencia de categor´ıas.
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Proposicio´n 29. Sea L un ret´ıculo distributivo y acotado. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes
i) L es un ret´ıculo de Boole.
ii) s(L) es un espacio T2.
iii) s(L) es un espacio T1.
iv) Todo ideal primo de L es un ideal maximal.
Como consecuencia tenemos que el funtor S restringido a B es una co-
equivalencia entre B y la sub-categor´ıa plena de s cuyos objetos son los
espacios espectrales T2.
Proposicio´n 30. Sea L un objeto de D. Si I ∈ s(L) su adherencia es {I} =
{J ∈ s(L) : I ⊆ J}.
1.4. Funciones adjuntas
Definicio´n 31. Dados dos conjuntos ordenados X y Y y una pareja de
funciones f : X −→ Y y g : Y −→ X se dice que f es adjunta a izquierda
de g si para todo x ∈ X y todo y ∈ Y se tiene
f(x) ≤ y ⇔ x ≤ g(y).
Proposicio´n 32. f es adjunta a izquierda de g si y solo si
i) f y g respetan orden.
ii) Para todo x ∈ X se tiene que x ≤ g(f(x)).
iii) Para todo y ∈ Y se tiene que f(g(y)) ≤ y.
Proposicio´n 33. f : X −→ Y es adjunta a izquierda (de alguna funcio´n de
Y en X) si y solo si para todo y ∈ Y existe x ∈ X tal que f−1(↓ y) =↓ x.
1.5. ALGUNOS LI´MITES Y CO-LI´MITES EN UNA CATEGORI´A 17
1.5. Algunos l´ımites y co-l´ımites
en una categor´ıa
Definiremos en esta seccio´n las nociones de producto, co-producto, pro-
ducto fibrado, suma amalgamada, igualador, co-igualador, objeto final y ob-
jeto inicial. Ilustraremos estas nociones en la categor´ıa Top de los espacios
topolo´gicos y las funciones continuas.
Definicio´n 34. Sea C una categor´ıa y sean X y Y objetos de C. Un producto
de X y Y consiste en la tripla (P, piX , piY ) donde P es un objeto de C y
piX : P −→ X, piY : P −→ Y son morfismos de C tales que si Z es un objeto
de C y f : Z −→ X, g : Z −→ Y son morfismos de C, entonces existe un
u´nico morfismo ψ : Z −→ P tal que piX ◦ ψ = f y piY ◦ ψ = g, es decir, los
tria´ngulos del siguiente diagrama conmutan:
Z
X × Y X
Y
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AU
g
HHHHHHHHHHHj
f
p p p p p p p p p pR
ψ
-
piX
?
piY
Proposicio´n 35. Si X y Y son dos objetos de Top entonces un producto
es (X × Y, piX , piY ) donde X × Y es el producto cartesiano de X y Y con la
topolog´ıa producto y piX , piY son las proyecciones de X × Y en X y en Y
respectivamente.
Definicio´n 36. Sea C una categor´ıa y sean X y Y objetos de C. Un co-
producto de X y Y consiste en la tripla (Q, jX , jY ) donde Q es un objeto de
C y jX : X −→ Q, jY : Y −→ Q son morfismos de C tales que si Z es un
objeto de C y f : X −→ Z, g : Y −→ Z son morfismos de C, entonces existe
un u´nico morfismo ψ : Q −→ Z tal que ψ ◦ jX = f y ψ ◦ jY = g, es decir,
los tria´ngulos del siguiente diagrama conmutan:
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X
Y Q
Z
?
jX
A
A
A
A
A
A
A
AAU
f
HHHHHHHHj
g
-jY p p p p p p pR
ψ
Proposicio´n 37. Si X y Y son dos objetos de Top entonces un co-producto
es (X q Y, jX , jY ) donde X q Y = X ×{0} ∪ Y ×{1} con la topolog´ıa cuyos
abiertos son de la forma A× {0} ∪B × {1} con A abierto en X y B abierto
en Y y jX : X −→ X q Y : x 7−→ (x, 0), jY : Y −→ X q Y : y 7−→ (y, 1).
Definicio´n 38. Sea C una categor´ıa y sean f : X −→ Y y g : Z −→ Y un
par de morfismos de C. Un producto fibrado de f y g es una tripla (P, α, β)
donde P es un objeto de C y α : P −→ Z, β : P −→ Xson morfismos de C
tales que :
i) g ◦ α = f ◦ β
ii) Para todo objeto A y todo par de morfismos s : A −→ Z, t : A −→ X
tales que g ◦ s = f ◦ t existe un u´nico ψ : A −→ P tal que α ◦ ψ = s y
β ◦ ψ = t, es decir, que el siguiente diagrama conmute
A
P X
Z Y
A
A
A
A
A
A
A
AAU
s
HHHHHHHHj
t
p p p p p p pR
ψ
-
β
?
α
?
f
-
g
Proposicio´n 39. Si f : X −→ Z, g : Y −→ Z son morfismos en Top,
entonces un producto fibrado de f y g es (P, α, β) donde
P = {(x, y) ∈ X × Y : f(x) = g(y)}
con la topolog´ıa de sub-espacio de X × Y , α = piX P y β = piY P .
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Definicio´n 40. Sea C una categor´ıa y sean f : Z −→ X y g : Z −→ Y un par
de morfismos de C. Una suma amalgamada de f y g es una tripla (Q,α, β)
donde Q es un objeto de C y α : Y −→ Q, β : Z −→ Qson morfismos de C
tales que :
i) α ◦ g = β ◦ f
ii) Para todo objeto A y todo par de morfismos s : X −→ A, t : Y −→ A
tales que s ◦ f = t ◦ g existe un u´nico ψ : Q −→ A tal que ψ ◦ α = t y
ψ ◦ β = s, es decir, que el siguiente diagrama conmute:
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Proposicio´n 41. Si f : Z −→ X y g : Z −→ Y son morfismos en Top,
entonces una suma amalgamada de f y g es (Q,α, β) donde Q = XqY∼
con ∼ la relacio´n de equivalencia sobre X q Y generada por
{((f(z), 0), (g(z), 1)) : z ∈ Z},
α = Θ ◦ jY , β = Θ ◦ jX donde Θ : X q Y −→ XqY∼ es la funcio´n cano´nica.
Definicio´n 42. Sea C una categor´ıa y sean f, g : X −→ Y un par de morfis-
mos en C . Un morfismo e : E −→ X es un igualador de f y g si se cumplen
las siguientes condiciones
i) f ◦ e = g ◦ e
ii) Para cada morfismo e′ : E ′ −→ X con f ◦ e′ = g ◦ e′ existe un u´nico
morfismo e : E ′ −→ E tal que e′ = e ◦ e, es decir, que el siguiente
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tria´ngulo conmute:
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Proposicio´n 43. Si A es un objeto de Top y f, g : A −→ B son morfismos
en Top y E = {a ∈ A : f(a) = g(a)} (sub-espacio de A) entonces la inclusio´n
i : E −→ A es un igualador de f y g.
Definicio´n 44. Sea C una categor´ıa y sean f, g : X −→ Y un par de mor-
fismos en C . Un morfismo c : Y −→ Z es un co-igualador de f y g si se
cumplen las siguientes condiciones:
i) c ◦ f = c ◦ g.
ii) Para cada morfismo c′ : Y −→ Z ′ con c′ ◦ f = c′ ◦ g existe un u´nico
morfismo c : Z −→ Z ′ tal que c′ = c ◦ c,es decir, que el siguiente
tria´ngulo conmute:
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Proposicio´n 45. Si A es un objeto de Top y f, g : A −→ B son morfismos
en Top, un co-igualador de f y g es la funcio´n cano´nica c : B −→ B∼ donde∼ es la clase de equivalencia generada por todos los pares (f(a), g(a)) con
a ∈ A.
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Definicio´n 46. En una categor´ıa C, I es un objeto inicial si para todo X ∈ C
existe un u´nico morfismo f : I −→ X.
Proposicio´n 47. El espacio topolo´gico vac´ıo ∅ es el u´nico elemento inicial
en Top.
Definicio´n 48. En una categor´ıa C, T es un objeto final si para todo X ∈ C
existe un u´nico morfismo f : X −→ T .
Proposicio´n 49. Un objeto final en Top es un espacio topolo´gico con un
solo punto.
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Cap´ıtulo 2
Funciones t-adjuntas y
t-morfismos de ret´ıculos
distributivos
En este cap´ıtulo definiremos las funciones t-adjuntas entre espacios to-
polo´gicos traduciendo a este contexto la nocio´n de funcio´n adjunta a iz-
quierda, a trave´s del preorden de especializacio´n. En una primera seccio´n
observaremos algunas propiedades de estas funciones. En particular veremos
que se puede construir la categor´ıa cuyos objetos son los espacios topolo´gicos
y cuyos morfismos son las funciones t-adjuntas. Siguiendo la notacio´n de [2]
llamamos a esta categor´ıa Topla. Veremos tambie´n que las u´nicas funciones
t-adjuntas entre espacios T1 son las biyecciones continuas. En una segunda
seccio´n definiremos los t-morfismos de ret´ıculos como aquellos homomorfis-
mos cuya imagen por el funtor espectro es una funcio´n t-adjunta. El objetivo
aqu´ı es caracterizar algebraicamente los t-morfismos. En la u´ltima seccio´n de
este cap´ıtulo estudiaremos el comportamiento del funtor B, de los comple-
mentados, con respecto a los t-morfismos. Logramos establecer que si h es
un t-morfismo entonces B(h) tambie´n lo es.
2.1. Funciones t-adjuntas
Dado un espacio topolo´gico X podemos definir una relacio´n de pre-orden
sobre X aprovechando la funcio´n de adherencia: x ≤ y si {x} ⊆ {y}.
Esta relacio´n se conoce como pre-orden de especializacio´n y es una relacio´n
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de orden si y solamente si el espacio X es un espacio T0.
Ejemplo 6. El pre-orden de especializacio´n es X ×X si el espacio X tiene
topolog´ıa grosera y es 4X = {(x, x)|x ∈ X} si X tiene topolog´ıa discreta.
Las siguientes proposiciones son evidentes.
Proposicio´n 50. El pre-orden de especializacio´n es 4X si y solo si X es un
espacio T1.
Proposicio´n 51. Sea X un espacio topolo´gico y sea ≤ su preorden de espe-
cializacio´n. ↓ x := {y ∈ X : y ≤ x} = {x}.
Siguiendo las ideas de [2] hacemos la definicio´n de funcio´n t-adjunta.
Definicio´n 52. Una funcio´n continua f : X −→ Y , es t-adjunta (a izquier-
da) si para todo y ∈ Y existe x ∈ X tal que f−1({y}) = {x}.
Proposicio´n 53. Si f : X −→ Y es una funcio´n continua y los espacios
X e Y son T0 entonces f es t-adjunta si y solo si f : (X,≤) −→ (Y,≤) es
adjunta a izquierda, donde ≤ es el orden de especializacio´n.
Demostracio´n. Supongamos que f es t-adjunta y sea y ∈ Y . Tenemos que
existe x ∈ X tal que f−1({y}) = {x}. As´ı, f−1(↓ y) =↓ x luego f es adjunta
a izquierda.
Rec´ıprocamente, supongamos que f es adjunta a izquierda y sea y ∈ Y .
tenemos que existe x ∈ X tal que f−1(↓ y) =↓ x. As´ı, f−1({y}) = {x} luego
f es t-adjunta.
Proposicio´n 54. Sea f : X −→ Y una funcio´n t-adjunta.
i) Si Y es T1 entonces f es una funcio´n sobreyectiva.
ii) Si Xes T1 entonces fes inyectiva.
iii) Si X, Y son T1 entonces f es biyectiva.
Demostracio´n. i) Por hipo´tesis tenemos que para todo y ∈ Y existe x ∈
X tal que f−1({y}) = {x}. Como Y es T1 entonces {y} = {y}, luego
f−1({y}) = {x} 6= ∅.
ii) Supongamos que f(x1) = f(x2) = y. sabemos que existe x ∈ X tal que
f−1({y}) = {x}. Como X es T1, {y} = {x}. Por consiguiente, dado que
x1, x2 ∈ f−1(y) ⊆ f−1({y}) = {x}, x1 = x = x2.
2.2. T-MORFISMOS 25
iii) Es evidente a partir de i) y ii).
Proposicio´n 55. Sea f : X −→ Y una funcio´n continua y biyectiva. Si X
e Y son T1 entonces f es t-adjunta.
Demostracio´n. Sea y ∈ Y . Tenemos que existe un u´nico x ∈ X tal que f(x) =
y. Como Y es T1, {y} = {y} y como X es T1, {x} = {x}. As´ı f−1({y}) =
f−1{y} = {x} = {x}. Por lo tanto f es t-adjunta.
En el siguiente ejemplo presentamos una funcio´n biyectiva y t-adjunta
entre dos espacios topolo´gicos T1 que no es homeomorfismo.
Ejemplo 7. Sea X el conjunto R con topolog´ıa discreta y sea Y el conjunto
R con topolog´ıa usual. Tenemos que la funcio´n ide´ntica es t-adjunta pero no
es un homeomorfismo.
Proposicio´n 56. Si f : X → Y y g : Y → Z son funciones t-adjuntas,
entonces g ◦ f : X → Z es t-adjunta.
Demostracio´n. Es claro que g◦f es continua y si z ∈ Z entonces existe y ∈ Y
tal que g−1({z}) = {y}. Para este y existe x ∈ X tal que f−1({y}) = {x}.
Por lo tanto (g ◦ f)−1({z}) = f−1(g−1({z})) = f−1({y}) = {x}.
Proposicio´n 57. Si X es un espacio topolo´gico entonces 1X : X −→ X es
t-adjunta.
Las dos u´ltimas proposiciones nos muestran que los espacios topolo´gicos
y las funciones t-adjuntas constituyen una categor´ıa que denotaremos Topla.
2.2. t-morfismos de ret´ıculos distributivos
En lo que sigue todos los ret´ıculos sera´n distributivos y acotados y todos
los homomorfismos enviara´n el 0 en el 0 y el 1 en el 1.
Definicio´n 58. Sea h : L −→ M un morfismo en D. Diremos que h es un
t-morfismo si s(h) : s(M) −→ s(L) es t-adjunta.
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Ejemplo 8. El siguiente diagrama muestra un homomorfismo h : L −→ M
que no es un t-morfismo:
x
0
1
x′
0
m
1
L M
h
En efecto, s(M) = {I0, I1} donde I0 = {0}, I1 = {0,m}. Los abiertos son
∅, s(M) y {I0}.
s(L) = {J0, J1}, donde J0 = {0, x}, J1 = {0, x′}. La topolog´ıa es discreta.
s(h) : s(M) −→ s(L) :
{
I0 7−→ J0
I1 7−→ J0
Esta funcio´n no es t-adjunta pues s(L) es T1 y s(h) no es sobre.
Ejemplo 9. En el siguiente diagrama se muestra un t-morfismo:
1 1
m
0 0
-
-
h
En efecto, s(M) = {I0, I1} como en el ejemplo anterior.
s(L) = {J0}, donde J0 = {0}.
s(h) : s(M) −→ s(L) :
{
I0 7−→ J0
I1 7−→ J0
s(h) es t-adjunta pues s(h)−1({J0}) = s(h)−1({J0}) = {I0, I1} = {I0}.
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Proposicio´n 59. Si f : L −→ M y g : M −→ R son t-morfismos entonces
g ◦ f : L −→ R es un t-morfismo.
Demostracio´n. Es claro que g ◦ h es continua y si r ∈ R entonces existe m ∈
M tal que g−1({r}) = {m}. Para este m existe l ∈ L tal que f−1({m}) = {l}.
Por lo tanto (g ◦ f)−1({r}) = f−1(g−1({r})) = f−1({m}) = {l}.
Proposicio´n 60. Si L es un objeto de D, 1L : L −→ L es un t-morfismo.
Estas u´ltimas proposiciones nos permiten concluir que los ret´ıculos dis-
tributivos y acotados y los t-morfismos constituyen una sub-categor´ıa de D
que llamaremos Dt.
En lo que sigue intentaremos encontrar condiciones necesarias y suficientes
para que un morfismo de D sea un morfismo de Dt.
Proposicio´n 61. Sea h : L −→M un morfismo en D. Si para cada J ∈ s(L)
se tiene que h(J) ∈ s(M) entonces h es un t-morfismo.
Demostracio´n. Sea J ∈ s(L).
I ∈ s(h)−1({J})
⇔ s(h)(I) ∈ {J}
⇔ h−1(I) ∈ {J}
⇔ J ⊆ h−1(I)
⇔ h(J) ⊆ I
⇔ I ∈ {h(J)}.
La u´ltima equivalencia se tiene debido a que h(J) es un ideal primo de M.
Lema 62. h : L −→M es un t-morfismo si y solo si para todo I ∈ L, existe
el mı´nimo de {J ∈ s(M) : h(I) ⊆ J}.
Demostracio´n. Sea I ∈ s(L).
Supongamos que h es un t-morfismo, luego existe K ∈ s(M) tal que
s(h)−1({I}) = {K}. Esto significa que para todo J ∈ s(M), J ∈ s(h)−1({I})
equivale a J ∈ {K}. Pero
J ∈ s(h)−1({I})⇔ s(h)(J) ∈ {I}
⇔ h−1(J) ∈ {I}
⇔ I ⊆ h−1(J)
⇔ h(I) ⊆ J.
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Entonces tenemos que
h(I) ⊆ J ⇔ K ⊆ J,
de donde K = min{J ∈ s(M) : h(I) ⊆ J}.
Rec´ıprocamente, supongamos que K = min{J ∈ s(M) : h(I) ⊆ J}.
Entonces h(I) ⊆ K y adema´s
h(I) ⊆ J ⇔ K ⊆ J.
Como h(I) ⊆ J equivale a J ∈ s(h)−1({I}) y K ⊆ J equivale a J ∈ {K}
tenemos que s(h)−1({I}) = {K} y por lo tanto s(h) es t-adjunta y h es un
t-morfismo.
Es natural preguntarse si toda funcio´n f : L −→ M adjunta a izquierda
es un t-morfismo. El siguiente ejemplo muestra que esto no es cierto.
Ejemplo 10. Sea h : [0, 1]→ [0, 1] dada por
h(x) =
{
0 si x = 0
1 si x 6= 0
h es adjunta a izquierda ya que h−1(↓ 1) = [0, 1] =↓ 1 y h−1(↓ 0) = {0} =↓ 0.
Ahora sea I = [0, 1/2]un ideal primo de [0, 1]. Entonces h(I) = {0, 1} que no
esta´ contenido en ningu´n ideal ya que 1 ∈ h(I).
Vemos que el problema es que existen muchos elementos cuya imagen es
1.
Proposicio´n 63. Sea h : L −→M un morfismo en D. Si h es un t-morfismo
entonces h−1({1}) = {1}.
Demostracio´n. Supongamos que existe x 6= 1 tal que h(x) = 1.
Por el teorema del ideal primo, existe I ∈ s(L) tal que x ∈ I. Entonces
1 ∈ h(I) y por consiguiente {J ∈ s(M) : h(I) ⊆ J} es vac´ıo y no tiene
mı´nimo. Por el Lema 62 concluimos que h no es un t-morfismo.
Con el siguiente ejemplo mostraremos que la rec´ıproca no es cierta.
Ejemplo 11. En el siguiente diagrama h es un morfismo en D pero no es
un t-morfismo, pues la imagen del ideal primo primo {0} no esta´ contenida
en un ideal primo mı´nimo.
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A continuacio´n exhibimos algunos casos en los que si es va´lida la rec´ıproca
de la Proposicio´n 63.
Proposicio´n 64. Sea h : [0, 1] −→ [0, 1] un morfismo en D.
h es un t-morfismo si y solo si h−1({1}) = {1}.
Demostracio´n. ⇒) Supongamos que existe x 6= 1 tal que h(x) = 1. Entonces
I =↓ x es un ideal primo de [0, 1] tal que 1 ∈ h(I) y por consiguiente
{J ∈ s([0, 1]) : h(I) ⊆ J} es vac´ıo y no tiene mı´nimo. Por el Lema 62
concluimos que h no es un t-morfismo.
⇐) Supongamos que h−1({1}) = {1}. Sea I ∈ s([0, 1]). Como 1 /∈ I tenemos
que 1 /∈ h(I). Sea x = suph(I). Si x ∈ h(I), entonces x 6= 1 y ↓ x es primo
y es el mı´nimo de {J ∈ s([0, 1]) : h(I) ⊆ J}. Si x /∈ h(I), entonces ↓ x \ {x}
es el mı´nimo de {J ∈ s([0, 1]) : h(I) ⊆ J}. En todo caso el mı´nimo de
{J ∈ s([0, 1]) : h(I) ⊆ J} existe y por el Lema 62 concluimos que h es un
t-morfismo.
Observemos que la propiedad usada fue que el co-dominio es totalmente
ordenado.
Teorema 65. Sea h : L −→ M un morfismo en D, donde M es totalmente
ordenado, h es un t-morfismo si y solo si h−1({1}) = {1}.
Demostracio´n. ⇒) Se tiene por la Proposicio´n 63.
⇐) Supongamos que h−1({1}) = {1}. Sea I ∈ s(L). Como 1 /∈ I tenemos
que 1 /∈ h(I) luego 1 /∈↓ h(I). Como M es totalmente ordenado ↓ h(I) es un
ideal primo y es claro que es el mı´nimo de {J ∈ s(M) : h(I) ⊆ J}. Por el
Lema 62 concluimos que h es un t-morfismo.
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Proposicio´n 66. Sea h : L −→M un morfismo en D. Si L es totalmente or-
denado y h(L) contiene el extremo inferior de dos elementos no comparables
de M entonces h no es un t-morfismo.
Demostracio´n. Sean x, y ∈ M tales que x 
 y y y 
 x. Entonces por el
teorema del ideal primo existen P y Q ideales tales que x ∈ P y y /∈ P y
x /∈ Q y y ∈ Q.
Ahora sea h(t) = x∧ y para algu´n t ∈ L. Entonces h(↓ t) ⊆ P ∩Q. Si s(h) es
t-adjunta, entonces existe K ideal primo tal que h(↓ t) ⊆ K ⊆ P ∩Q. Como
x ∧ y ∈ h(↓ t) entonces x ∧ y ∈ K, luego x ∈ K o y ∈ K por K ser un ideal
primo. Entonces x ∈ P ∩Q o y ∈ P ∩Q, lo cual es absurdo.
Teorema 67. Sea h : L −→M un morfismo de D. h es un t-morfismo si y
solo si para todo I ∈ s(L) el ideal generado por h(I) en M es un ideal primo.
Demostracio´n. ⇒) Supongamos que h es un t-morfismo. Sea I ∈ s(L). Por el
Lema 62 sabemos que existe K = min{J ∈ s(M) : h(I) ⊆ J}. As´ı, h(I) ⊆ K
y por lo tanto 〈h(I)〉 ⊆ K. Si existe y ∈ K \ 〈h(I)〉 entonces ↑ y es un filtro
de M tal que 〈h(I)〉∩ ↑ y = ∅. Por el Teorema del ideal primo existe P ideal
primo de M tal que 〈h(I)〉 ⊆ P y P∩ ↑ y = ∅. Por consiguiente h(I) ⊆ P
pero K * P lo cual es absurdo. Concluimos que K = 〈h(I)〉 y por lo tanto
〈h(I)〉 es un ideal primo de M .
⇐) Sea I ∈ s(L). Si 〈h(I)〉 es un ideal primo de M es claro que este es el
mı´nimo de {J ∈ s(M) : h(I) ⊆ J}. Por el Lema 62 concluimos que h es un
t-morfismo.
2.3. t-morfismos de ret´ıculos de Boole
A un ret´ıculo distributivo L podemos asociarle un ret´ıculo de Boole, si
tomamos el sub-ret´ıculo de los elementos complementados de L que llamare-
mos B(L). Ahora sea h : L −→M un morfismo en D. Si restrigimos h a los
complementados B(h) = h B(L): B(L) −→ B(M) es un homomorfismo. El
propo´sito de esta seccio´n es mostrar que si h es un t-morfismo entonces B(h)
tambie´n lo es. Por consiguiente el funtor B puede verse como un funtor de
Dt en Bt donde Bt es la categor´ıa de los ret´ıculos de Boole y los t-morfismos.
Proposicio´n 68. Si B un ret´ıculo de Boole, entonces s(B) es un espacio T2.
Demostracio´n. Sean I, J ∈ B un ret´ıculo de Boole, y sea a ∈ I−J. Entonces
a′ ∈ J−I, luego I ∈ d(a′), J ∈ d(a) y d(a′)∩d(a) = d(a′∧a) = d(0) = ∅.
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Proposicio´n 69. Si h : L −→ M es un t-morfismo, entonces la imagen
por h de cualquier elemento complementado no trivial debe ser un elemento
complementado no trivial.
Demostracio´n. Sea x ∈ B(L) \ {0, 1}. Sabemos que h(x) ∈ B(M). Por la
Proposicio´n 63 tenemos que h(x) 6= 1. Si h(x) = 0 entonces h(x′) = 1
contradiciendo la Proposicio´n 63. Por lo tanto h(x) 6= 0 y h(x) 6= 1.
Proposicio´n 70. Si J es un ideal propio de B(L) entonces el ideal generado
por J en L es un ideal propio de L.
Demostracio´n. Tomada de [1]
Sea I el ideal generado por J en L y supongamos que I = L. Entonces 1 ∈ I,
luego existen a1, ..., an ∈ L y j1, ..., jn ∈ J tales que 1 ≤ (a1∧j1)∨· · ·∨(an∧jn).
Pero
1 ≤ (a1 ∧ j1) ∨ · · · ∨ (an ∧ jn)⇒ j′1 ≤ (a2 ∧ j2 ∧ j′1) ∨ · · · ∨ (an ∧ jn ∧ j′1)
⇒ 1 ≤ j1 ∨ (a2 ∧ j2 ∧ j′1) ∨ · · · ∨ (an ∧ jn ∧ j′1)
⇒ j′2 ≤ (j1 ∧ j′2) ∨ (a3 ∧ j3 ∧ j′1 ∧ j′2) ∨ · · · ∨ (an ∧ jn ∧ j′1 ∧ j′2)
⇒ 1 ≤ (j1 ∧ j′2) ∨ j2 ∨ (a3 ∧ j3 ∧ j′1 ∧ j′2) ∨ · · · ∨ (an ∧ jn ∧ j′1 ∧ j′2)
⇒ 1 ≤ j1 ∨ j2 ∨ (a3 ∧ j3 ∧ j′1 ∧ j′2) ∨ · · · ∨ (an ∧ jn ∧ j′1 ∧ j′2)
...
⇒ 1 ≤ j1 ∨ j2 ∨ · · · ∨ jn
⇒ 1 = j1 ∨ j2 ∨ · · · ∨ jn
⇒ 1 ∈ J.
Entonces J = B(L) lo cual es absurdo.
Proposicio´n 71. Si i : B(L) −→ L es el homomorfismo inclusio´n entonces
s(i) : s(L) −→ s(B(L)) es una funcio´n sobre.
Demostracio´n. Sea J un ideal primo de B(L). Sea K = 〈J〉 el ideal de L
generado por J . Por la proposicio´n anterior K 6= L, luego existe un ideal
primo I de L tal que K ⊆ I. As´ı si(I) = I ∩B(L) ⊇ K ∩B(L) ⊇ J . Como
los ideales primos de B(L) son maximales, tenemos que si(I) = J
Proposicio´n 72. Sea h : L −→ B un morfismo en D, donde B es un ret´ıculo
de Boole. Si h es un t-morfismo entonces s(h) es inyectiva.
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Demostracio´n. Si h : L −→ B es un t-morfismo, entonces s(h) : s(B) −→
s(L) es t-adjunta y como s(B) es un espacio T1 concluimos que s(h) es in-
yectiva.
Veamos un ejemplo que muestra que la rec´ıproca no se cumple.
Ejemplo 12.
Es claro que h es inyectiva, pero no es un t-morfismo pues la imagen del
ideal primo {0} no esta´ contenida en un ideal primo mı´nimo por lo tanto h
no es un t-morfismo.
Proposicio´n 73. Sea h : L −→M un morfismo en D. Si h es un t-morfismo,
entonces B(h) : B(L) −→ B(M) es inyectiva.
Demostracio´n. Sean x, y elementos complementados distintos en L.
Supongamos que h(x) = h(y). Por el teorema del ideal primo, sin pe´rdida
de generalidad podemos suponer que existe un ideal primo P que contiene
a y y no contiene a x. As´ı que x′ ∈ P ya que 0 = x ∧ x′ ∈ P. Por lo tanto
h(x′) ∈ 〈h(P )〉. Ahora, como y ∈ P, tambie´n tenemos que h(y) ∈ 〈h(P )〉.
Entonces 1 = h(x) ∨ h(x′) = h(y) ∨ h(x′) ∈ 〈h(P )〉, lo cual es absurdo pues
h es un t-morfismo.
Proposicio´n 74. Sea h : L −→M un morfismo en D. Si h es un t-morfismo
entonces B(M) ⊆ h(L).
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Demostracio´n. Sea b ∈ B(M) y consideremos K = {h(a) : b ≤ h(a)}. Sea
F el filtro de M genarado por K. Si b /∈ F entonces existe un ideal primo
P de M tal que P ∩ F = ∅, y b ∈ P . Si b ∈ 〈h(h−1(P ))〉 entonces existe un
a ∈ L tal que b ≤ h(a) y h(a) ∈ P. Por consiguiente h(a) ∈ F ∩ P , lo cual
es absurdo. Entonces b /∈ 〈h(h−1(P ))〉. Pero h−1(P ) es un ideal primo de L y
como h es un t-morfismo tenemos que 〈h(h−1(P ))〉 es un ideal primo de M .
As´ı, b′ ∈ 〈h(h−1(P ))〉. Por lo tanto existe a ∈ L tal que b′ ≤ h(a) y h(a) ∈ P .
Entonces 1 = b ∨ b′ ≤ b ∨ h(a) y por lo tanto 1 = b ∨ h(a) ∈ P lo cual es
absurdo. Conclu´ımos as´ı que b ∈ F , luego existe a ∈ L tal que h(a) ≤ b y
h(a) ∈ K. Entonces h(a) ≤ b y b ≤ h(a) y as´ı b = h(a) ∈ h(L).
Proposicio´n 75. Sea h : L −→M un morfismo en D. Si h es un t-morfismo
entonces B(h) : B(L) −→ B(M) es sobre.
Demostracio´n. Sea b ∈ B(M) por la proposicio´n anterior tenemos que W =
h−1{b} 6= ∅ y Z = h−1{b′} 6= ∅. Si w ∈ W y z ∈ Z entonces h(w ∨ z) =
h(w) ∨ h(z) = b ∨ b′ = 1 luego w ∨ z = 1, pues h es un t-morfismo.
Consideremos ahora W ∧ Z = {w ∧ z | w ∈ W, z ∈ Z}. Supongamos que
0 /∈ W ∧ Z. Sea G el filtro de L generado por W ∧ Z. Es claro que 0 /∈ G,
luego existe un ideal primo Q ∈ L tal que Q ∩ G = ∅, as´ı que 〈h(Q)〉 es un
ideal primo de M . Tenemos que b ∈ 〈h(Q)〉 o´ b′ ∈ 〈h(Q)〉. Supongamos que
b ∈ 〈h(Q)〉. Como h(w) = b ≤ h(q) para algu´n q ∈ Q, entonces h(w ∧ q) =
h(w) ∧ h(q) = h(w) = b y as´ı w ∧ q ∈ W . Adema´s w ∧ q ∈ Q pero W ⊆ G
luego G∩Q 6= ∅ lo que es una contradiccio´n. As´ı, b /∈ 〈h(Q)〉. Ana´logamente
b′ /∈ 〈h(Q)〉 lo cual es absurdo.
Por lo tanto 0 ∈ W∧Z, luego existen w0 ∈ W y z0 ∈ Z tales que w0∧z0 = 0,y
como adema´s w0 ∨ z0 = 1 concluimos que w′0 = z0. As´ı, b = h(w0) con
w0 ∈ B(L).
De las proposiciones 73 y 75 se obtiene el siguiente colorario.
Corolario 76. Sea h : L −→ M un morfismo en D. Si h es un t-morfismo
entonces B(h) : B(L) −→ B(M) es un t-morfismo.
Demostracio´n. Basta observar que que los t-morfismos entre los ret´ıculos de
Boole son precisamente los homomorfismos biyectivos.
En conclusio´n, el funtor B puede considerarse como un funtor de la cate-
gor´ıa Dt en la categor´ıa Bt donde esta u´ltima es la categor´ıa de los ret´ıculos
de Boole cuyos morfismos son los homomorfismos biyectivos.
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Cap´ıtulo 3
Categor´ıa Topla
En este cap´ıtulo revisaremos algunos l´ımites y col´ımites en la categor´ıa
Topla teniendo como base los de la categor´ıa Top. Mostraremos por medio
de contraejemplos que en general los l´ımites en esta categor´ıa no existen.
A lo largo del cap´ıtulo utilizaremos la siguiente notacio´n:
X es el espacio {0, 1} con topolog´ıa discreta.
W es el espacio {0, 1} con topolog´ıa grosera.
I : {0, 1} −→ {0, 1} es la funcio´n identidad. f : {0, 1} −→ {0, 1} es la funcio´n
definida por
f(x) =
{
1, si x = 0,
0, si x = 1.
Lema 77. Si el siguiente diagrama en la categor´ıa Topla conmuta para algu´n
objeto P y algu´n morfismo φ : X −→ P , entonces p = q.
X
X P X
 
 
 	
I
ppppppp?φ
@
@
@R
I
ff
q
-
p
Demostracio´n. Por hipo´tesis tenemos que:
(1) p ◦ φ = I
(2) q ◦ φ = I
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Por otro lado como p y q son t-adjuntas, existen a, a1, b, b1 ∈ P tales que:
p−1{0} = {a} , p−1{1} = {b},
q−1{0} = {a1} , q−1{1} = {b1}.
Sea ahora (X ×X, pi1, pi2) el producto de X con X en Top.
P
X X ×X X
 
 
 
 
 	
q
ppppppppppp?
ϕ
@
@
@
@
@R
p
ff
pi2
-
pi1
Existe un u´nico ϕ : P −→ X ×X tal que pi1 ◦ ϕ = p y pi2 ◦ ϕ = q.
Veamos que {ϕ(a)} ∩ {ϕ(a1)} 6= ∅. Como ϕ es continua y en X × X la
topolog´ıa es discreta, tenemos que ϕ({a}) ⊆ {ϕ(a)} = {ϕ(a)} y ϕ({a1}) ⊆
{ϕ(a1)} = {ϕ(a1)}. Adema´s p(φ(0)) = 0 por (1) y q(φ(0)) = 0 por (2). Luego
φ(0) ∈ p−1{0} = {a} y φ(0) ∈ q−1{0} = {a1}. As´ı ϕ(φ(0)) ∈ ϕ{a} ⊆ {ϕ(a)}
y ϕ(φ(0)) ∈ ϕ{a1} ⊆ {ϕ(a1)}. Por lo tanto ϕ(φ(0)) ∈ {ϕ(a)} ∩ {ϕ(a1)}.
Entonces ϕ(a) = ϕ(a1).
Ana´logamente ϕ(b) = ϕ(b1).
Como ϕ(a) = (0, x) para algu´n x ∈ X y ϕ(a1) = (z, 0) para algu´n z ∈
X tenemos que (0, x) = (z, 0). Entonces ϕ(a) = (0, 0) = ϕ(a1). Adema´s
ϕ(b) = (1, w) para algu´n w ∈ X y ϕ(b1) = (t, 1) para algu´n t ∈ X. Luego
(1, w) = (t, 1) y as´ı ϕ(b) = (1, 1) = ϕ(b1).
Es claro que P = [p−1{0}∩ q−1{0}]∪ [p−1{0}∩ q−1{1}]∪ [p−1{1}∩ q−1{0}]∪
[q−1{0} ∩ q−1{0}] (unio´n disyunta).
Veamos que p−1{0} ∩ q−1{1} y p−1{1} ∩ q−1{0} son vac´ıos:
s ∈ p−1{0} ∩ q−1{1} ⇒ s ∈ {a} ∩ {b1} ⇒ ϕ(s) ∈ ϕ{a} ∩ ϕ{b1} =
{(0, 0)} ∩ {(1, 1)}.
Por consiguiente p−1{0} ∩ q−1{1} = ∅.
De la misma manera se obtiene que p−1{1} ∩ q−1{0} = ∅.
Por otro lado
s ∈ p−1{0} ∩ q−1{0} ⇒ p(s) = 0 y q(s) = 0⇒ p(s) = q(s)
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s ∈ p−1{1} ∩ q−1{1} ⇒ p(s) = 1 y q(s) = 1⇒ p(s) = q(s).
Concluimos que p = q
Proposicio´n 78. El producto de X con X en la categor´ıa Topla no existe.
Demostracio´n. Supongamos que (P, p, q) es el producto de X con X en To-
pla. Entonces existe un u´nico φ : X −→ P tal que p ◦ φ = I y q ◦ φ = I. Por
el lema anterior tenemos que p = q.
X
X P X
 
 
 	
I
ppppppp?φ
@
@
@R
I
ff
q
-
p
Por la propiedad universal del producto existe un u´nico φ1 : X −→ P tal
que p ◦ φ1 = I y q ◦ φ1 = f.
X
X P X
 
 
 	
f
ppppppp?φ1
@
@
@R
I
ff
q
-
p
Es decir I = f , lo cual es absurdo.
Proposicio´n 79. El coproducto de X con X en la categor´ıa Topla no existe.
Demostracio´n. Supongamos que (C,m, n) es el coproducto de X con X en
la categor´ıa Topla.
Dado el diagrama siguiente:
(1)
X
X C X

3
I
-
n
Q
QQk
I
ff
m
Existe un u´nico morfismo ψ : C −→ X, tal que
(a)
{
ψ ◦m = I,
ψ ◦ n = I.
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es decir
X
X C X
 
 
 I
c©
-
n
ppppp
pp6
ψ
@
@
@I I
c©
ff
m
Por otro lado , dado el diagrama
(2)
X
X C X

3
f
-
n
Q
QQk
I
ff
m
existe un u´nico morfismo η : C −→ X, tal que
(b)
{
η ◦m = I,
η ◦ n = f.
es decir
X
X C X
 
 
 f
c©
-
n
ppppp
pp6
η
@
@
@I I
c©
ff
m
Ahora en la categor´ıa Top, (X
∐
X, i1, i2) es el coproducto de X con X.
Por la propiedad universal de este coproducto en Top, existe una u´nica
funcio´n continua φ1 : X
∐
X −→ X que hace conmutar el siguiente
diagrama:
(3)
X
X X
∐
X X
 
 
 
 
 
c©
I
-
i2
ppppp
ppppp6φ1
@
@
@
@
@I
c©
I
ff
i1
Y existe una u´nica funcio´n continua φ2 : X
∐
X −→ X que hace con-
mutar el siguiente diagrama:
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(4)
X
X X
∐
X X
 
 
 
 
 
c©
f
-
i2
ppppp
ppppp6φ2
@
@
@
@
@I
c©
I
ff
i1
Tambie´n existe una u´nica funcio´n φ : X qX −→ X que hace conmutar
el siguiente diagrama:
(5)
C
X X
∐
X X
 
 
 
 
 
c©
n
-
i2
ppppp
ppppp6φ
@
@
@
@
@I
c©
m
ff
i1
As´ı, los siguientes dos diagramas son conmutativos y concluimos que ψ ◦φ =
φ1 y η ◦ φ = φ2
X
C
X X
∐
X X
ppppp
ppppp
p6
ψ











I
 
 
 
 
 
n
-
i2
ppppp
ppppp6φ
@
@
@
@
@I
m
ff
i1
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AAK
I
X
C
X X
∐
X X
ppppp
ppppp
p6
η











f
 
 
 
 
 
n
-
i2
ppppp
ppppp6φ
@
@
@
@
@I
m
ff
i1
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AAK
I
Tenemos entonces
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(a′)
{
ψ ◦ φ ◦ i1 = I ⇒ ψ(φ(x, 0)) = x,
ψ ◦ φ ◦ i2 = I ⇒ ψ(φ(x, 1)) = x.
y (b′)
{
η ◦ φ ◦ i1 = I ⇒ η(φ(x, 0)) = x,
η ◦ φ ◦ i2 = f ⇒ η(φ(x, 1)) = f(x).
Si definimos:
C00 = ψ
−1{0} ∩ η−1{0} C01 = ψ−1{0} ∩ η−1{1}
C10 = ψ
−1{1} ∩ η−1{0} C11 = ψ−1{1} ∩ η−1{1}
es claro que C = C00 ∪ C10 ∪ C01 ∪ C11
Veamos que C00, C10, C01, C11 son no vac´ıos.
Sea (x, 0) ∈ X∐X
1. Si φ(x, 0) ∈ C10 entonces ψ(φ(x, 0)) = 1, pero por (a´) ψ(φ(x, 0)) = x,
luego x = 1. Adema´s η(φ(x, 0)) = 0, pero por (b´) η(φ(x, 0)) = x, luego
x = 0. Por lo tanto φ(x, 0) /∈ C10.
2. Si φ(x, 0) ∈ C01 entonces ψ(φ(x, 0)) = 0, pero por (a´) ψ(φ(x, 0)) = x,
luego x = 0. Adema´s η(φ(x, 0)) = 1, pero por (b´) η(φ(x, 0)) = x, luego
x = 1. Por lo tanto φ(x, 0) /∈ C01.
3. Si φ(x, 0) ∈ C11 entonces ψ(φ(x, 0)) = 1, pero por (a´) ψ(φ(x, 0)) = x,
luego x = 1. Adema´s η(φ(x, 0)) = 1, pero por (b´) η(φ(x, 0)) = x, luego
x = 1.
4. Si φ(x, 0) ∈ C00 entonces ψ(φ(x, 0)) = 0, pero por (a´) ψ(φ(x, 0)) = x,
luego x = 0. Adema´s η(φ(x, 0)) = 0, pero por (b´) η(φ(x, 0)) = x, luego
x = 0.
Por lo tanto φ(0, 0) ∈ C00 y φ(1, 0) ∈ C11.
Ahora sea (x, 1) ∈ X∐X
1´. Si φ(x, 1) ∈ C01 entonces ψ(φ(x, 1)) = 0, pero por (a´) ψ(φ(x, 1)) = x,
luego x = 0. Adema´s η(φ(x, 1)) = 1, pero por (b´) η(φ(x, 1)) = f(x),
luego f(x) = 1 y x = 0.
2´. Si φ(x, 1) ∈ C10 entonces ψ(φ(x, 1)) = 1, pero por (a´) ψ(φ(x, 1)) = x,
luego x = 1. Adema´s η(φ(x, 1)) = 0, pero por (b´) η(φ(x, 1)) = f(x),
luego f(x) = 0 y x = 1.
41
3´. Si φ(x, 1) ∈ C11 entonces ψ(φ(x, 1)) = 1, pero por (a´) ψ(φ(x, 1)) = x,
luego x = 1. Adema´s η(φ(x, 1)) = 1, pero por (b´) η(φ(x, 1)) = f(x),
luego f(x) = 1 y x = 0. Por lo tanto φ(x, 1) /∈ C11.
4´. Si φ(x, 1) ∈ C00 entonces ψ(φ(x, 1)) = 0, pero por (a´) ψ(φ(x, 1)) = x,
luego x = 0. Adema´s η(φ(x, 1)) = 0 , pero por (b´) η(φ(x, 1)) = f(x),
luego f(x) = 0 y x = 1. Por lo tanto φ(x, 1) /∈ C00.
Conclusio´n: φ(0, 1) ∈ C01 y φ(1, 1) ∈ C10.
Ahora, como ψ es t-adjunta, existe a ∈ C tal que ψ−1(0) = {a}. Como
ψ−1(0) = C00 ∪ C01, debemos tener que a ∈ C00 o a ∈ C01. Si a ∈ C00
entonces {a} ⊆ C00, pues C00 es cerrado. Por lo tanto C01 = ∅, lo cual es
absurdo. Si a ∈ C01 entonces {a} ⊆ C01, pues C01 es cerrado. Por lo tanto
C00 = ∅, lo cual es absurdo. Hemos llegado a una contradiccio´n. Concluimos
que no existe el coproducto de X con X en Topla.
Proposicio´n 80. Sean h : W −→ W , donde h(x) = 0 para todo x ∈ W y
g : W −→ W , donde g(x) = 1 para todo x ∈ W. El producto fibrado de g y h
en la categor´ıa Topla no existe.
Demostracio´n. No´tese primero que todo que h y g son t-adjuntas. Suponga-
mos que el producto fibrado de h y g existe y es (P, α, β)
P W
W w
?
c©β
-α
?
g
-
h
Ahora, en Top el producto fibrado de h y g esta´ dado por
Q = {(x, y) ∈ W ×W | h(y) = g(x)} = ∅. Entonces (∅, φ, φ) es el producto
fibrado de h y g en Top.
Q W
W W
?
c©φ
-φ
?
g
-
h
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Como P es un objeto de Top y α, β son continuas, por la propiedad universal
del producto fibrado en Top existe una u´nica funcio´n continua de P en Q tal
que φ ◦ f = α y φ ◦ f = β. Como Q es vac´ıo necesariamente P es vac´ıo y
por lo tanto α y β no son t-adjuntas lo cual es absurdo. Concluimos que el
producto fibrado de h y g no existe en Topla.
Proposicio´n 81. Sean Z = {z}, H = {0, 1} con topolog´ıa {∅, H, {0}} y
Y = {0, 1} con topolog´ıa {∅, Y, {1}}. Si u : Z −→ H : z 7−→ 1 y
v : Z −→ Y : z 7−→ 0, entonces la suma amalgamada de u y v no existe en
la categor´ıa Topla.
Demostracio´n. Notemos primero que todo que u y v son t-adjuntas.
Supongamos que la suma amalgamada de u y v existen en Topla y es (S, u, v).
Z H
Y S
?
c©v
-u
?
v
-
u
Sean h : H −→ Z y k : Y −→ Z las u´nicas funciones que existen de H en Z y
de Y en Z respectivamente. Es claro que h y k son t-adjuntas y h◦u = k ◦ v.
Por la propiedad universal de la suma amalgamada, existe una u´nica funcio´n
t-adjunta ϕ : S −→ Z tal que h = ϕ ◦ v y k = ϕ ◦ u.
Z
Z
Y S H








v
A
A
A
A
A
A
A
AAU
u
 
 
 
k
-
u
ppppp
pp6
ϕ
@
@
@I
h
ff
v
Como {z} = Z y ϕ es t-adjunta, tenemos que ϕ−1({z}) = ϕ−1(Z) = S debe
ser la adherencia de un punto s. Es decir S = {s}.
Consideremos ahora la suma amalgamada (M,α, β) de u y v en Top.
Tenemos que M = {a, b, c} con topolog´ıa {∅,M, {a}, {c}, {a, c}}
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α : H −→M
{
0 7−→ a,
1 7−→ b. β : Y −→M
{
0 7−→ b,
1 7−→ c.
Observemos que {b} = {b}, {a} = {a, b} y {c} = {b, c} en el espacio M .
Adema´s
α−1({b}) = α−1({b}) = {1} = {1}
α−1({a}) = α−1({a, b}) = H = {0}
α−1({c}) = α−1({b, c}) = {1} = {1}
β−1({b}) = β−1({b}) = {0} = {0}
β−1({a}) = β−1({a, b}) = {0} = {0}
β−1({c}) = β−1({b, c}) = Y = {1}.
Tenemos entonces que α y β son t-adjuntas y por consiguiente existe una
u´nica funcio´n t-adjunta ψ : S −→M tal que ψ ◦ v = α y ψ ◦ u = β. Es claro
que ψ es sobre y entonces S = ψ−1{a} ∪ ψ−1{b} ∪ ψ−1{c}.
Adema´s ψ−1{a} = ψ−1{a, b} 6= S, ψ−1{a}ψ−1{b} = ψ−1{b} 6= S y ψ−1{c} =
ψ−1{b, c} 6= S.
Sea s ∈ S. Tenemos que s ∈ ψ−1{a} o´ s ∈ ψ−1{b} o´ s ∈ ψ−1{c}. Por lo tanto
{s} ⊆ ψ−1{a} o´ {s} ⊆ ψ−1{b} o´ {s} ⊆ ψ−1{c} y entonces {s} 6= S. Esto es
absurdo, luego la suma amalgamada de u y v no existe en Topla.
Proposicio´n 82. Los morfismos I y f no tienen igualador en Topla.
Demostracio´n. Supongamos que e un morfismo de E en X es un igualador
de I y f
X
E X
X
-e

3
I
Q
QQsf
Ahora sea x ∈ E, I(e(x)) = f(e(x)), luego e(x) = f(e(x)). Pero f(t) 6= t
para todo t ∈ X. Entonces E es vac´ıo y por consiguiente e no es t-adjunta.
Concluimos que no existe un morfismo en Topla que iguale a f con I.
Proposicio´n 83. Los morfismos I y f no tienen coigualador en Topla.
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Demostracio´n. Supongamos que h un morfismo de X en C es coigualador de
I y f
X
X C
X
Q
QQs
I
-h

3
f
Tenemos que h ◦ f = h ◦ I = h. Entonces h(0) = h(f(0)) = h(1), luego h no
es 1-1 y como X es T1, h no puede ser t-adjunta. Concluimos que I y f no
tienen coigualador en Topla.
Proposicio´n 84. En la categor´ıa Topla no hay objeto final.
Demostracio´n. Supongamos que T es un objeto final en Topla.
Sea N cualquier conjunto con topolog´ıa discreta.
Existe w : N −→ T que es t-adjunta, por consiguiente w es inyectiva (pues
N es T1) luego |N | ≤ |T |. Esto significa que |T | es el ma´ximo cardinal.
En particular tendr´ıamos que |2T | ≤ |T |, pero es bien conocido que |2T | > |T |.
Concluimos entonces que en la categor´ıa Topla no existe objeto final.
Proposicio´n 85. En la categor´ıa Topla no hay objeto inicial
Demostracio´n. Supongamos que V es un objeto inicial en Topla.
Sea N cualquier objeto con la topolog´ıa discreta.
Existe r : V −→ N que es T-adjunta, por consiguiente r es sobreyectiva (pues
N es T1) luego |N | ≤ |V |. Esto significa que |V | es el ma´ximo cardinal . En
particular tendr´ıamos que |2V | ≤ |V | pero es bien conocido que |2V | > |V |.
Concluimos entonces que en la categor´ıa Topla no existe objeto inicial.
Proposicio´n 86. En la categor´ıa Topla los isomorfismos son los homeomor-
fismos
Demostracio´n. ⇒) Sea f : A −→ B t-adjunta, un isomorfismo en Topla,
entonces existe f−1 : B −→ A t-adjunta tal que f ◦ f−1 = IB y f−1 ◦ f = IA.
Como f y f−1 son t-adjuntas, son continuas, as´ı f es un homeomorfismo.
⇐) Sea f : X −→ Y un homeomorfismo, si y ∈ Y existe un u´nico x ∈ X
tal que f(x) = y. Veamos que f es t-adjunta. f({x}) ⊆ {f(x)} = {y} por
lo tanto {x} ⊆ f−1({y}). Ahora z ∈ f−1({y}) si y solo si f(z) ∈ {y}. Sea U
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un abierto de x tal que z ∈ U . f(z) ∈ f(U) abierto en Y entonces y ∈ f(U).
por consiguiente x ∈ f−1f(U) = U por lo tanto z ∈ {x}.
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